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Ova Zbirka odnosi se na jedno vrlo važno poglavlje iz predmeta mate- 
matika I (matematička analiza) Рой se predaje u prvoj godini studija na svim 
tehničkim fakultetima, kao i na jedno poglavlje predmeta analiza I koji se pre- 
daje u prvoj godini studija na prirodno-matematičkim fakultetima. Тако ро- 
stoje standardne zbirke zadataka za te predmete, kako naše tako i prevodi 
sovjetskih zbirki, ipak će i ova imati svoje mjesto u matematičkoj literaturi 
ove vrste, 


Poglavlje о integralima, na koje se odnosi ova zbirka, spada među teža 
poglavlja kurseva matematika I, odnosno analize 1 i često studenti ne ovladaju 
dovoljno metodama integraljenja jer nema opštih pravila integracije, pa se za- 
daci iz te oblasti mogu rješavati rek kad se uradi veći broj zadataka, i to siste- 
matski grupisanih. Upravo tu osobinu ima ova zbirka. U standardnim zbir- 
kojima se studenti služe, nema urađenih zadataka, а baš kad je riječ о inte- 
graljenju funkcija, student treba da ima i zbirku urađenih zadataka koja će 
mu pomoći da se obuči kako samostalno rješavati takve zadatke. Ovdje su svi 
zadaci urađeni, mnogi na više načina, što je vrlo instruktivno za studente. 

Posebno želimo istaći da su zadaci vrlo dobro odabrani 1 uopšte da je 
Zbirka metodološki odlično postavljena. 


(Iz recenzije dr М. Maravića i dr У. Perića) 
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UVOD 


Zbirka je namijenjena čitaocu koji je upoznat sa svim metodama inte- 
graljenja i koji je već riješio mnogo zadataka, bar onih koji služe samo za 
ilustraciju teorije. 

Kod metode smjene promjenljive data je samo veza između stare i 
nove varijable (između dvije uspravne crte u samom rekstu), a traženje 
diferencijala je, po pravilu, prepušteno čitaocu, Isto tako dat je sređen ko- 
načni oblik integranda, a sve transformacije treba da izvede sam čitalac, 


Kod metode parcijalne integracije, tj. kod primjene obrasca 
| udo = шо — f vdu 


nije, osim izuzetno, navedeno šta se uzima za и, a što za 2, 


Kod određivanja neodređenih konstanata dat je samo sistem jednačina 
i konačno rješenje. 

Uz većinu zadataka nije navedeno kojom se metodom rješavaju, to 
treba da otkrije čitalac. 


Prema tome, dosta toga je prepušteno čitaocu. Preporučio bih mu 
da samo vidi početak rješavanja, ideju, pa da, zatim, radi sve sam, a od za- 
datka 78. da iđe korak dalje: da ne gleda ni početak rješavanja, nego da 
pokuša sam naći put koji dovodi do rješenja i potom da pogleda kako je to 
urađeno u Zbirci. 

Integraciona konstanta nije nigdje pisana, treba je dodati svakom 
rezultatu. 


U integralu su izostavljani konstantni sabirci, tako da je znak jednakosti 
stavljan i između funkcija koje nisu identične, ali se razlikuju samo u jednoj 
aditivnoj konstanti. 


Kada je zadatak rješavan na više načina, sve je rađeno kao da su to 
različiti zadaci, samo Što svi imaju isti redni broj. 


METODA SMJENE PROMJENLJIVIH 


2 
е + е 


> {стз t (t + ле Зи di PITI аи -d 


2 6 +1—: 
== 2 - = —— 2 | > dt = 
[5 2 12 t t(t+ 1) ; 


2 й` 2 

Desk: I шетен. sine ТТІ 
t t t +1 t 

= — је "2 ще? + 21а (#4 D = 


= — 2e 75. 2 1n (¿2 + 1) 
kojom i e 


; мрг “ер” 
7 8. K Viga. da 


cos? х сов? х 


= 2 t dt = 


= [uz= 0 
La 082 x 


=> [ето а-2(5-44- 
5 9 


2 2 — 
= — #8 (9-4 51%) = “ tg? x (9 + 5 102 x) утех 
ет. ( ) МЕ ( 2х) Vig 


з. | с" Sin? x т 3 [sin? x S 2572 
cos! = N costx cosix 
dx dx 
= Ne х: = | toe x = 18; та 30 dt; 
cos? х SEOBE cos? x 


= 0082 х = | 
1 


5 
ажда 5: +1) = 
5 11 


Ди. 3 а 
= — (11 + 518) ==— (5 tg? x + 11) -tg x- 3/ та? 
= ( ) A g углаж g'x 


/ 259425 Г dx 
а ту 
= ~ Б € 


= (5) = x nl, = lnt; kapati = 
|\2 - 1111,5 
жы У 1 niža! 
KAKA E is 21015) ЕГЕ 
] 3—2 
= п 
21n 1,5 3х + 2% 
5 aretgvx dx S PETI 
/ ух х--1 
-2 (а асве ul = 
= 2 Í u: du = и? = (arc tg Vx) 
g GEM arc tg Vx = t; Bosak Е = 
мх x+1 1-х 2Ух 


=2 [Еф = = (arc tg х )° 


ГА 


=|]x--1 = chr] = | саев = 


227 = 
= _' = Ут = i = = 


A 3 VG + ђе = = ver 2ху 


+, 


6. (в-ға) VATA = | st + 2 = ñ; (z + D dx = tde = 


E? | га – = = Уб + Жу 


7. 


7, 


[= Бах _ (26+ Пах _ 
х(1-- хе“) J хе“ (1 + хе) 


= | хех = z; e (1 + x) ах = dt| = == 
J t@ + 1) 


| ГЕ | dt 
= dt = — — --- „= 
ЕЕ 1) t :4-1 

| х 


Ke 


= а | # | — |: + 1] = | 


| хе +1 
per E в хе“ == — l; (е + хе) dx = dt; 
J x + хе) | 
| 
(1 + х) ах _ d: -= [Z= 
= xet 
f dt t_1—t ГЕ dt 
= - = dt = — -- + —— = 
t(t— 1) = t | 
=- 1:1 шие Р In! и |. 
t | 1 + хе“ | 
pam = 4 Е х ла 
Ме — а) (= х) J v [x2—(a-+ b)x + аб 
ы ах | atb b—a. ! 
= -————rÑ'T—ü zz: = Х -- —— = sinti = 
А - ПЕСЕН | 2 2 | 
” (>) ( 2 ) 
b—a 


dx : 
k Т! а ф— де: д—х= 
М(х — a) (b — х) 

° J ( z (x — а 

= (b — а) cos? z | = 2 dt = U = 2 arcsin „|; — 
А b—a 

Deriviranjem se uvjeravamo da su oba rezultata таспа. Znači, dobi- 
veni su rezultati ili identične funkcije ili se razlikuju samo u jednoj 
aditivnoj konstanti: 


a pama ( х-а х-а 
2 arc sin pa — 98 — > = =) 
b+ a— 2x | 2x —a—b\ 
=arccog—— = arc cos | — —— = 
-а 5--а 
2х-а--? 


* т 
= arc sin ——-—— + —. 
b— a 2 


10 


ШӘ 
Ке? dx БА х? 
H1 Vitr СЕ 5 ЖЕР 
4 ха 


9 Em 4х г (х — 1) dx №: 
х2--1 ух ЕТ | (2 + I) VOTE па — 28 | 
^ — 1): dx x\/2 СЭР 
= - in г; 
БЕ 
1 21 С {х2 \* ү 
T (2+1) s: (232 Ti 
V2 (1 — x°) ах 1 [ed | 
а = cost d| = — — = — эр үг 
(х? + 1)? 4/2 сов t 4/2 
= —. D MALI 
м2 +1. 


= epl б—)&==& 


| x х? 
= | mrš [їн t dt = J — >= pa 
гуг-2 пу? 2 


ез г ғақ РД E: Ж ` 4/24 = 
= | паузи ШҰБАР Бегеш 


vu=-—== 


5 
< | 
> | 
ын 
№ 


1 
= — arct v= 
у2 = 


= ==> | = — arct L 
4/2 х/2 | xv х\/2 
Pokazaćemo da se dobiveni rezultati razlikuju samo u aditivnoj kons- 
tanti: 
ух +1 2 ) 
arctg --- — ( —arcsin = 
х4/2 № + 17 
4 
= arc tg po РЕ tg PIN 
V м +1 
4 4 
sd“ ээ: | mE i ro 
х xv 2 2: 


19 | Ч айы сз! __ УТ 
cos? x-vVsin2x | cosx :vVlsinxcosx соѕ х 


1 3 
| 1-2 | єз; ~ 2. 
“етмәй же — dt = Гете dt = 
м2) vit 71. 
1 5 = = 
I z, 2 шу МШ 4/2 tgx 
= — 2 ер = — (5 2) — 5 іс? 
(ея) 6e VE бя 
dx 
и. | =lgx=:1={03 29 dt = 
cos? х 
не ај тау” 
р ) 3 5 


2 1 
= tgx +L tg? x + -— tg’ x 
5 3 5 5 5 


Ч 1 
11. | д = КАИ Ес. i x = arccos , ‚ dx= z ta 
cos x t t М —1 | 
t° dt (u? + 12 и du 
= | 5 ла | 8 — 1 == |= = 
Гре | | | u 
Вор 
= | об + тв рае 4 18:44 
| = Y bi a Т соб х | 
-|и-уй-1-/ к __. __ У] — сов * kova 
| cos? х COS x i 
= — tg? x + — tg? x + tg x 
2 l : 
12. шингээн r= = аута = 
ЛИ Гаме 
/х2 +1 (5.2 3 
= и-у2-1 уж ho 
| x 
VI + х? Ген 
12. ... = == = ----- = 
2 Gi d=|x=shti әт” ` 
= | ава; = shi = ui = — f ам = 
8821 
u? che _ Мх+1|_ _ VG + 1 
= — == = |u == =—— = -—— — 
sh г ж | 3х 


11 


s £ Ч 
„Пе Р == 1 = 


ди 1 ) tg: x | 
= |== u= sapa == = == 
и“ 38 | VI хүйг УЕ» | 
VU + 22) 
3х5 
з. f- Шала [= аа 
č Vi е2 Ve" — 1 
ё == Сг; е ах = ЗВ 2; dx and | == 
ch £ | 
2 [f dr gtd edi _ 
Pa: ё ет" 5 35: 
ии? [ит = 2 arc tg u == 
u? 


ЭЛ. 7а -- 
= lu = et = eche” — ein(e*+ У г2х 1) = æ Lye — | = 


u а 
13. [-——=—=|e=sinuy — e” dx = cost 4 | = 
VI — e 
= NE? = — 1 = — агс sin е“ 
Napomena: 
2(6--м65-1) 


2агс tg (е* -H y / ax S е — 1) = arc tg — Г} 
— {ё Ме 


1 


/ \ 
=arc tg ы Ja == жер) ДЕ =arcsin(— €*)= — arcsin е^*. 
e 


` dx х PEER % . d 2 dt 
1 +z 


roos? Z. + sin? Z = cos Š | sin 2 
а S i = P— — — = 
14. | шигээ = 2 а= 2 Ta- | = 
<< 2 sin — Cos — J sin — А cos — 
2 2 2 2 
== (brojilac je derivacija imenioca!) = 
х | 
= In (sin — ln | сов 21 = ln. СЕ 
ра о Ai 
9-2 4 г Зо 
15. ДЭ: Бай хавь ее as 
l+x x М1 — х2 a2 
= F Ч [ 4 5-4 2253 
J sit J siè: J sint 
(koristimo se rezultatom zadatka 14) 
t _ У1— sin? z ГГ сов: 
= S Sjedi + sin £ үп БО рак ти 
а= n _М1 йз, |, I+ Vl — x 
ši ЕТТЕ x jx] 
1-х ах 11 И 
15. 4 a ГЭРЭЭН že. E 
| пр пи ха - г | [га 
= = h h а 
УЕ = = chul= - je и — 1) ди = 
= — shu + u = — Vehtu — 1 + arch t = 


=— ува --1+п(: + V —1) = 
Еее ЕЕ 


x | dx) 


16 _ = айх == Пан 
Пита 8 Veri 
= | t = — arsh и = 
| 35 и т] лээн” A 


1 É. hm 
= n (a + У зай) = а (Уба Уй + 218 x) 


| = | da cos x dx = 
VI — sint x cos x ' VI + sin? x Ї на xev 1 + sin2 x 


ЧЫГ та 


1—52; 


13 


-| du «ы 9 | _1 oda __ 1 ДЕ | 
1-24 | М2! =) 2⁄2 9—1 

а |V2sinx+vi + віп x! 
2/2 |V2sinx— Vi + sin | 


(V2sinx + УЛ + sin? х)! 
ЕРТ) in 


| 
223 х | 


2 >> 5 
Ын | 2sin x + МТ + їй? x x] ЕО 2) 


-2 | COS x | V2 
17. ІМ + соѕес x ах = У ах dx = 
A Sin x 
= ше d= |зах =г|= | 2 = 
Үзіп x (1 — sin x) ! 


== | ~ Р === == 
i 1 / 119 ! 2 2 i 
Е | /1-0-3 | | 


= Ге = u = arc sin (2: — 1) = arc sin (2 sin x — 1) 


6 Napomena: arc sin (2 sin x — 1) + arc sin і = 
=ardcos (VI — (2 зіп х — 1)2:0 — (2 sin x — 1:1] = 
=arccos(1 — 2 sin x) = 2 жегіп | + 0 295) = 


=2 arcsin Vsin х, pa se rezultat može pisati i u tom 
obliku. 


17. ІМ + cosec х ах = | 1 + созесх + £; созесх = 12 — 1; 


} se dx =2ud; dx= — ¿ee moe 
: sin? x (2 — 1) — 212 
k. 24: Е 
(2-1):у8-2| 
те Т a tdt 2-18-2-481- 
(2 — 1) ve2—2 
= к = —2arctgu = — 2 arc tg vcosec x — 1 
u “и 


18. 


19. 


19. 


19. 


(cos 2x — 3) dx 
cost х · У4 — ctg? x 


2 . 
= 2 (EDIE атм = 
J Уай-і 

1 ХАМ”, 
= – [e+9a--2(5+%)- 

4 4 (3 

2 E 

ЭР УИ МИ «оу “устек 

12 

- ии 1" — е dx = t dt; дх = — 2. ЖҮР 

J VI — 22% | — z 

|р алсы td м 

і 1-8 _ 


dt 
- [orao {чоне 
-4 


= агс сов У] — e —s/] — e = arc sin — У] е 


ех x 4-8) 
PE шэн sen aje аи ме ӨРЕ тес 
МТ == cos # 


= Га + sint) dt = t — cost = arcsin e“ — y1 — e” 


Os ‚= Je: [IFA о, 


уре 1-е 

>. „_ Ël А 4t dt | 
= = 14; e = 3 е х = —— | = 

1-2 8-1 (28-13) 


2 dt Жері? 1 dt dt 
ETU а pogo beki pi) = 
J (2 + 12 (+I (арай ӘРІ 


= (vidi zadatak 30) = 4 arctg £ — з. Žarctgt = 
2 +1 


= 2arctg t — =2arctg ~- -VIT 


2t 
12 + 1 
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METODA PARCIJALNE INTEGRACIJE 
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Kad integralimo jedan faktor, obično uzimamo za integracionu kon- 
stantu vrijednost 0, jer je to u mnogim slučajevima najpogodnije, ali 
ne u svim. Ponekad se izborom pogodne vrijednosti za tu konstantu 
uprošćuje rješavanje zadatka. 


{ха + х?) arc tg х dx = | (x + x°) arc tg x dx = 


Їл 28 . ; : 
| integralićemo (x + х?) dx i uzeti da je 


4 | 
Қарауды S Ku Іс, 
3) 2 4 4; 
ло «4 2 š 
= хэ + 53 + ү агс tg х = [= . dx = 
‚2 4 4) 4 x+ l 
(а — 1) 


аеш | e + 1) dx = 
4 4 
23 2 49 \ 
= ss PON 222 (т + x) 
4 4\3 


f x (l + х2) arc tg x dx = 


= | xarc tg x ах + | хЗагс tg x ах = [uzećemo u prvom 


ха 1 х? + 1 dx 
= E чеш | ? 
52) 2 2 х? + 1 
k dx х--1 1.0 х4--1 
4 = arctg x — -— | dx + arctg x— 
2 >] 4 


RE AI ! £$ 1 
E dx= — т 0) аи drugom integralu Je dx = — — 7) = 
у 2 2 4 4 


š 4 х2--1 


28. 


28. 


29. 


30. 


22 


: : | ж 1 
[вет 1) ах = (vzećemo > sds = — 86) = 


< 


ха 1 х--1 2х 
54425 sd iat ay = ; ak =s 
(5-з)мо а) | 22 жыр 


2 2 
Sa о y 2 S 
2 2 


[окраины Гаа 


! 


x | р Š _ 
ше [ај = (ла таи Ја (x? + 1) 


1 7 
2 \ 
х? +1 


2 
J, = | е“ cos х dx; uz ovaj integral uzećemo 
J, = | Z sin x dx, 
I = Í e" cos x dx = е cos x + Í e sin x dx = €" cos x + Ja, 


J, = | = sin x dx = ë sin x — Í =“ cos x dx = ё sin x — Л. 
Iz Ji — Ј, = ё cos x 


J, + 7, = е sin x, 
dobijamo: 
Bt: 97.2 
Л, = я (sin х + cos x); Л = > (sin x — cos x). 


» 


| x2 e" sin x dx = (koristimo se rezultatom zadatka 29) = 


Ë | 
а ат ее COS x) – |хёзах& + [ео x dx = 


х? e” 
= > (sin x — cos x) — 


x Č (sin x — сова) — 


IE 


= a | е^ (sin x — сов x) dx 


хх + cos х) — >| е (sin x + cos х) dx = 


31. 


32. 


а. 2х 
~ је u m Í” 2 
2855 (sin x — cos x) ++ x : e авва i aga 


хе” 


2 


Р O еы. 
(Sin — COS х) + хе“ Cos x — == x + cos x) = 


! 


ax e 
— (x? — В + sin x — — (х — Í)2 cos х 
2 2 


Kako je 
(5) 28 до 


-----и--, biće 
әз 


2 y? т) 


[а = fee (455 1 konačno 


J хеб Јо Ј 
[= Zaj 
v? 2 Ф 


Koristićemo se ovom formulom za rješavanje dva sljedeća zadatka: 


| e sa 
(1-9 J 2x (1 -- хеј 
= „==: v=] + xš = 

2х 


= == ый I dx = 

Б 2x (х2 + 1) ЭГ” тив 

x _ 5 орет 
и 2] 2+1 


= x Й | [а 1 | ds 
2х(2-1) 2114 2) ж+1 
1 


——- Б + : arc tg x = 
25 (2 ]) 2x 2 


х 1 
= — - + arc tg x. 
2 (x° +1) 2 


Ї x sx = 2х +1 
(x? + х + 1)? 2x+ 1 о + x + 1) 


_ | + 2x 


= 4; № х + 1 => 


т о (2х + 0° (х + x +1) 
x2 + 2х 


2500 ді 2G2 +x +t dx _ 


жасты EV C ss МАГ ээ илийн 
(2х + Dett J Ох + 1)? 

+ x? + 2х + d 
(x+ бе ++ | . 

F. х? + 2x e ! == 

суара танған 

зай” хэрэх гэ 507 2x? + 3x + 1 

аи ГЕО = 

х--1 
кР 
33. 4 ens. хсоз%х sins је _ БЭР cos de — f EERE в, 
cos? x J cos? x 


IE enx cos х dx = хезіпх — | езіпх dx; 


8 sin x 
‚ах = sin x ` tgx — | tg cos x de = 
cos? x 


= sin x tg x — | sin x dx = sin xtg x + cos x; 


esinx sin x 
| FA së dx = esinx (sin x tg x + cos x) — 
COS 


- је" cos x (sin x tg x — cos x) dx = 


= esinx (sin x tg x + cos x) — | eins dx; 


“ 


J = хет — | езіп» dx — ens (sin x tg x + cos x) + 


+ (езе dx = esinz (x — sin x tg x — cos x). 


3 2 
34. ЇЕ агсївх ју — уз (arctgx _ | arcus Жаша 
1 + х2 2 


dx 
Žarctg х: = 
1 + x° 


x? х3 1\ s+] 
= — tgx)? — |— + — | (arct 51 
2 (ar сїр x) (5:3 552) gx) 5 


х? (arctg2)? 
— (arctg x)? — 
2 


[ 


| 
: (arctg х)? -+ f arc tg x dx = 


x? x? 1 
— (arctg x)? — — (arctg х)? — — (arc tg x)? + 
А. g x) =. gx) У, g 


+ хасу |x dx = 
1 l 
= — — (arc tg x xarctg x — — Ја (х? + 
5 U | + t gal 
` 22 2. 
34. БЕ ЫЫЫ а dt = 
3 Í + x° ] + 19%: cost; 
= nera [wo t dt = — d= ган 
2 
1082-0 ісе: + = 
| 1 [ 2 
= arc tg x (x — arc tg x) + In 7 ар + = (arc tg х)? = 
х 
| 
= x arc tg x — 53 (arc tgx)? — - - ln (x? + р) 
2 2 5 
35. агс sin x а = td __ 
VO — x° сов? ; 
= ttgt— [трга = 1181 + 11] соз? | = 
" х == 
== arc sin x · ——— + In! — x? = 
\/1 — x 
ас РЦ 
МЕ ха ' 9 
35. „25280024 х; | === 
Ма — 22) ма — х2)? 
- | di wizita sin z = м д 
cos? г У x 
arc sin x x Ч х dx 
— dx = ———arcsinx | = 
УИ — £} Vl — х J vi> М» 


= ОН" gi. 


1 — x? VI — xš 2 


_ xarcsinx І х ах X arc sin x 


=. 


36. [sin Vx dx = |х = | = 3 | P sin t di = 


= 32 (— cost) + 6 | z cos z dt = 


= — 312 cos z + безе — 6 | sin t dr = 
= — 3 £? cos z + 61 sint + 6 cost = 
= (— 3 V + 6) cos Vx + 6 Vx sin Ух 


V мх +1 
t 


= 2 / та — 2 [ДЕ = миле —4Мг= 
Я VI 


= ам (сае) = 44у + Опух + Í — 1) 


2 


37. и = nG + D) = 2: x+ 1 = | = 


= |а ` 2e% ф -4| redi = 4 fte! - fea) = 
е 
= 40 (t — 1) = Дух + 1(пух + 1 — 1) 


In (x + 1) ——— dx 
a | 2235 25 уг К» кь н -2| === 
ТЕТЕ 4 — va+1 


=2vx+1hn(x+1) — 4Мх- 1! = 
=4vx+1(nvx+1—1) 


In (x + 1) 

37. | 2 2 

' Мх-1 
! 


=4 fintdt=4 {tint — |а) = 


dx=|x+] = 01 [Hid = 
t 


= 41: 0) = 4 (int — 1) = 
=4ух + (n V/x+ 1 — 1) 


dx 1 2х 


ба, =: х 
J (а? + х3)? 2x (a + x°)? 


(Primijenimo formulu 


Гаи + ( du 


Jova v JRE 


uzimajući да је u = 


Ь|- 
= 


1 | 


= - dx 
2х (а? + x?) 2х2 (а? + x?) | 

= 1 =)! а? + ж - ж? 
2x (a +) 2а? ) (м 

үз, > 1 ] dx j | | ах 
2х (а? + 242 J х? 3 249 | а | ә? 

1 

o — } | + ! arctg Č = 

2х (а? + х?) 2a% | 225 а 


ПРИЕ: з ы і arc tg £ 
2а · (а? +x) 2а а 


38. је [gayle f а. 
(a? + х2)? aš СИЗ z 


F А 
| at =] l 4 – уби | ВА uu = 
с? г ch; сї? cht ch? г 


э; 
= shi pie pd. 
ch? £ ch? г СВЕ 


(vidjeti zadatak 48) 


(х x 
dt sh £ sh z GEN KO) 
= +2actgg = —— + 2 arc tg е = 
J сиг осі; > КТТ 8 
2 2 ~ 8 1.2 
-- BE 4 2arctg х+Ма + ec = Ë + 2arctg x + Ма TE 
ch а а? | x2 а 
КС. -Wi 3 x + Маг + ха 
2а (а? + x аз Tse a 


38. | = pođimo od 
а х 


| ах x 
= м i = — * x dx = 
a? + х? а? + xš (a? + ха): 
a 2_ 2 А 
| = = [4 = тд Ж 2f = 
| a2 + х? (а? + 22)? а? + x? а? + х? 


d 
2 
А | (a? + 22) 


39. 


39. 


Odavde je: 


|=: >= at I И + —-- arc tg — 
2 + n= 2а? (а? + x?) 207 а 


хэ cje dx 
атс cos х ах = Х are cos x — = 
3 viza 


5 1 (1 — г) гаг 
= |} =a = | = Š arccos y avi? эг = 


t 


хз 1 

= — arc cos x — — |; — —) = 
3 3 Ñ 3 
3 t 

== — arc cos x — — (3 — 18) = 
3 9 


33 Vl а 2 
шэг pesa 23 sto x 
y arc cos x 9 ( 2) 


[ х? arc cos х dx; 

| are COS x dx = x arc cos х + [= — dx = 
J v1 — xš 

= |] — x? = f? | =: x arc cos x — | dt == 

= x arc cos x — Vl — х2; 

| х3 arc cos х dx = x? arc cos x — x? v I — x? — 2 | x (arc cos x — 

- VI — x?) dx = x? arc cos x — xvi — xš — 2 fx? arc cos x dx + 

+2 |x уә? dx; 

Odavde je: 


3 | «сагс cos x da = x? arc cos x — tv1 — эё НА хУі-ха- 


~ 


= |] — x? = | сева ЈЕ Је А ? dt = 


Бат. Mira 
= х? arc cos x — ха У] — ха pra — = 


/1 -Х 
= х аго сова — VL (2 + 5) 


I konačno 


Р bo E 28: 
| x? arc cos x dx = — are cos x — --—- У 1 — 22. 
J 3 9 
era Pen rete 
cos? t 1 cos? г I 
т-(----- — (1 — sin а — — | cost? Е = 
3 Љу tiza 
t 2 sint | 5105: 
= -- cost — + —— = 
3 3 9 
x I — x 
= акан, EL (3 —1 + х3) = 


3 


х? 
= Š arc coss — СТ Aae 


40. | sinx- in (tg x) dx = — cos x In (tg x) + 
r dx 
> | cos x ctg x ——— = — cos x In (tg x) + - 
cos? x sinx | 


= — cos x · Ја (tg x) + In tg 
| | 
Ovdje smo se koristili rezultatom zadatka 14. 


40. | sin ха е) a вани: = 


t 1 dt 
пт Не ШЕЕ = ——- E In £ -+ pe: ga = 
| ма 4 еј мІ + ° Лаута 
1 t dt 
= --- [Е A. — = ---- = 
V] +z 14241--2 
1 
= | | -- 13 = из | = m+ | a 
МТ из — 1 
Іп! Ж. STE E 
ЭЗүгж 22 198: 
__Љејтех| | NR BX tg? 1+ х—1| _ 
т э. ЕЕ 
= — cos xin | tg x|+ -—-In |- 2222 
2 1 ~ cos х 
] — cos x 
= — cos xln| tgx] + In Dee“ 


= — cos x in | te x | ШЕН 


40. 


Ј= Í sin x ` In tg х) dx = 


= | sin x n (sin х) dx — | sin кіп (cos x) dx; 


— «іт? 
1 sin? х y 


(Ез x In (sin 2) de = — cos xin (sins) + | x = 


sin x 
= (vidi zadatak 14) = 


УА СМ 
= — cos x Їй (sin x) таушы, чн; 


| 
| sin x In (cos x) dx = | cos x = : | = 
= — [паф=—:1: + | ф= 


= — t n £ + t = — cos x ln cos x + cos x; 


J = — cos х (Іа sin x — In cos x) + In [tg - 


оя 


x 
= —cosxIn|tgx|+Initg а 


Metodom parcijalne integracije izvode se mnoge rekursivne formule: 
dx 
a) = = = | cam x- ch = 
ch"? x J 


т” 


=ch"Ixshx = (— n + 1)" chx sh? x dx = 


gon P(n—1) | chx (chte — 1) de =a 
ch”! x 

x sh x +a- | dx -ө-0| dx 
ch*"-! x с”? x ch" x 

Odavde je: 


| 4х СЭН sh x dine dx 
сћех (и — 1) ch=1x | (Tiha 


dx ђ е 
b) | — = | cos "1х. cos x dx = 
cosr-2 х 


л” 


= Cos "Ixsinx — (n — 1) | созт" x sin? x ах = 


Ses. o (u—1) ja cos" x (1 — cos? х) dx = 
Cos”-1 х 
84 
_sin x г 1) | х А 
ди х со8"-2 х 
Odavde je: 


f ах _ sin x 9 — 2 dx 
mie i ——_— i А-и дай . 
çox (n — 1): cos™!y  п— 1) 6058 = 


с) | sin" x dx = | sin"! y sin x dx = 

== — ви“ x cos x + (n — 1) Í sin"-%x созйх dx = 

= — sin"-1x cos x + (x — 1) Ї sin"-2x (1 — sin2x) dx = 

= — sinr-1x cos x + (и — 1) | зїп”-2х dx — (п — 1) | sin"x dx. 
Odavde je: 


sin""Ixcosx 97-01 


| sin" x dx = — | sin"? x ах, 


п n 
Na isti način dobijamo: 

п-1 = 
је x dx = дрк nasi | sh"-2x dx, 


n n 


а | = ве "1x sh x dx = 
J sh"- 2 
= sh" y chx + (n — 1) | sh™x ch? x dx = 
h 
S? + @ — 1) Í sh-"x (I + зћех) dx = 
sh"-1x J 
chx dx 
— —1 + (и — 1 
sh"-1x э ) F 2 ) | shr"-2x 
Odavde je: 
dx _ _ ch x 2211: dx 
| sh" x (и — 1) shrilx п— 1) 88 х : 


dx : . 
е) | —— = | sin-”1x sin x dx = 
sin"? x 


= — Мп" х cos x — (n — 1) Í sin-"x cos? x dx = 


dx 


= — sin-*t1y cos x — (n — 1) pes жр л, ( 


J sin J зіп х 


Odavde је: 


| ах Cos x | шижир dx 

. = < Z ~“ . З 
sin" х (я — 1): sinx n—]i J sin? x 
Napomena 


Ovu formulu smo mogli dobiti kia. iz one dobivene pod c), 
uvrštavajući — и + 2 umjesto л: Е 


-nrl ES ` 
| gin-*t2x dx = — an -- улыг h sin" x dx. 
—n +2 —n +2 
Odavde je: 
Ёо dx= 603 — 2[_ 
| sin" x (п — Da k = LJ sin" iva 
dx 2 -n+1 шер 
Jae тат -|в mr 


= y (x? + 1)" Í (— и + 1) (x2 + 1)-" 2x? dx = 


кты 

2 (п — 1 ~ dx = 
р сут AT "° IL — 4 
= оя 
(x° + |1 (х? +1)! 
„Ээй nf M. а 

(+1) 
Odavde je: 

| f dx х 2n—3 r. dx 


Газау 2 пои 26421). @ Тул 


Ovu formulu možemo dobiti neposredno iz one dobivene pod а): 


j | сага == [= 
: ZET: ЕТЕР 
sh £ 2. —3 4 
C 2a — D айж : "2-0. cher 
x 2n—3 í dx 


— 2 (n= D G2 + Da 22 —1)) (ха + Теа | 


32 


zA 


= n 81 2ле 


2 TAY 
i FUF raku 


TAZ TAY I + gh [= 
183 oe = ш- sim =“ 
+ skale L D = Mo 
едам. кей алла Е 
пря I ` p I ' зр ұта 
mak nm а = sla 
І ! | I 
nane) 
U аш => х 
Эдэр ЖОР JA e I Жин | 
2 TAT Z TAT xp 
| — Lx ТЕР "=, J 
| I I I I 
| © _ 22 202808 M 
12513 W t AS I di 


*I=qT+g 9-а-я Л о-у деде 
:э Ер т 

Пре РВ “%=Z¿XAQ-—O+ZA8 +V 
ф-042/0-842ЛРҮ =O +V 


:oumí 
-IQOp әиеліѕ зизэр т элэй] es эзцэйэтрэох oonígreaospo Ipnfnpeupafzi 


= (I + ZA x — a) (g + xO) + (1 + ZA x + ко (g + хр) 
„У РЕД Ни I+ZAxX— ах 


I q + xO g + xy 


sE | Р 
"ұр ІР 


УПОММОМ HINIVNOIOVA SINSIIVIĐALNI 


42. 


34 


1 u? + 1 I 
= In - + —-=- (arc tg t — arc tg u) = 
4⁄2 48-1 2⁄2 g su) 
= 1 u +1 РЕ + и 
42 8-1 24/2 1 — ги 
кесімі; ” хот, 1 Биг хУ2 
7... Кейі Fi zm ZT —< mr g 
4/2 дё—ху/2+1 2v2 1 — < 
Тез bo. > ах 
J (x2 — В (х + 2x — 1) 
Ак+В 5+2, ВЕ _ ии 


02-18 аар хә 25-1 (x2— тог + 2x— 1) 
(1) (Ах + В) (х2 + 2х — 1) + (Сх + D) (ха — 1) (x3 + 2x — 1) + 
+ (Ex + Е) (х? — 1} = (x° + P 


Ako u identičnost (1) uvrstimo x = 1, dobićemo: 4 + B = 2; 
ako uvrstimo u (1) x == — 1, dobićemo 


-А-В-ш-2. 
Odatle je A = 2, B = 0. 


Ako sada u (1) unesemo nađene vrijednosti A, B, dobićemo: 

(Сх + D) (x° — 1) (х + 2х — 1) + (Ex + Р) (х? — 1) = 

= (ха — 1) (<° — 2х — 1) 

i nakon skraćivanja sa х2 — 1: 

(2) (Сх + р) 38-Н227-1) + (Ex + P) — 1) = 28 — 2x — 1. 


Kad u (2) uvrstimo х = 1, zatim x = — 1, imamo: 
С-0--1-040--ш1, 
pa je C = 0, D = — 1. 


Sada u (2) unesemo nađene vrijednosti C, О: 
(Ex + F) (x? — 1) = 2 (х — 1), tj. 
k+F=2 E= 0, Е-2, 
-| 2х ах І ах ЫГ 4х 2 
(х? — 12 ха — 1 (х + 1) — 2 


= |x? —l1=t; 541-иу2|- 


43. 


1 1 (и 1| 1 х-1| 
= — + і i -е----| = 
£. V2 gut 7. В 
S = b Н, аа E 
х1 42 |х41-У2| 2 |x+1 
dx 4:1 dt 
Ён ишиг: 
xš (ха + 193 (U | 86:18. < 
4.86 
— +— +— + Э абыз СЭР" jer l 


аса” @ (4319 +1 80-19 
A(t + 1) + Bt (z + 13 + Сай +1) + DE + Et (t + 1) + 
+ Е (4 1 = 1; 

t=0, A=1|; і--і, D = — 1. 

Вес + 1 + CÊ (t + 1) + Ee (t -+ + FB (t + 1)? = 


= — 3: (t + 1); 
BG + 12 + + 1} + Ee + Бе + 1] = – 3 
t=0 В=—3; (г--1, Е----3; 


Ct (z + 18 В (t + 1) = бі (t + 1) 

C (t + l) + Ft = 6; 

і-0, С=6; і----І, F= — 6; 

Ë di = 1 3 1 


м 
5(t + 1) 2: : 2(t+ 1) 


“ 


ба 
t+1 


dx [ 3 1 
—— = — — + — + 3! n° + — + 
| х5 (х2 + 1} 4х3 2х2 4 (x? + 1)? 
— 3 — 3in (x? + 1) = 
2 (<š +1) 


_ 1245 + 1854 + 42 — 1 
4х5 (x? + 1) 


P dx dt 
рај | Pz. 
x5 (x? + 13 shš;chš; 


=з | и 6 [| ; 
shš shšz 


+6ln|]x] — 31]1n(a2 + 1). ~> 
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43. 


Sada ćemo se poslužiti rekursivnom formulom: 


| du _ ch u n—2 dt 


sh" u (п — 1) sk" u n=l Зи’ 


|| dx - 16] ch u 2 ch u > | du )|= 
х5 (x и“ | 4сҺһ% 4 2 sh? и 2 J shuaj] 

= (vidjeti zadatak 46) = 

Е Асћи бсһи 
shtu sh? и 
4ch2 беһ21 2 Гаш-і 

«вг + shtr 3(ch' | 

4 shtz сһ* г 2 sh? z ch? ch? г 


РУМА үд 3 
ӨС 2х% + 1 а 2 = 
Axt (х2 +1)? 25 (x° + 1) +1 
125% — 41 4x2 — 
g ш мр ОРАР р Е) 
4 x* (x° +1) 


Zadatak se može riješiti i metodom Ostrogradskog koja se 
sastoji u ovome: 


о f " (х) lx = P, (x) ' ГО, (х) Р 

и) А Хэг zajdi E | “dx, 

С (х) P(x) О (x) 

gdje je Р(х) najveći zajednički djelilac polinoma G (x) i G' (х); О (x) је 
količnik polinoma С (х) і P (x); P. (x) í О, (х) su polinomi за nepozna- 
tim koeficijentima stepena za | manjeg od polinoma u imeniocu. 
Deriviranjem jednakosti (1) dobijemo identičnost iz koje određujemo 
koeficijente polinoma Р, (х) і О, (х). 


+ва|в® 


2-8 


‚ З (ch z + sh? г) +3 sh? 


Г dx 5 1 аг 
J= | -——— - шээж ЭГ? —-; 
] xŠ (х? + 1) 27846-19 
3 2.1 
жа. аг - 4: + Bi танай [лга 
1 В (Е 1} P(t + 1)? 1(:4- 1) 
Deriviranjem ove jednakosti, dobijemo identičnost: 
еее (34 +-2В:+ C) (2+ 0-(48--В2--Сі--Г)(4:--2) m 
# (£ + 1} 8 G + 1 
M: + N. 
t (zt + 1) 


(340% + 2Br + C) (2 + D — (AB + В + Cr + D) (4: + 2) + 
+ (Mt + А) (1% +28 + 2) = 1. 


43. 


44. 


Odavde je: 
M=0-—A+N=0A4—2B+2N=0—3C>N = 0, 
-С-40-0,-20--1 


i dalje: M=0, D=- -5 G= 2, N— 6, A=6, B =9. 
1 
6 + 9 дат a А 
2 t 
2J = ————ə—ə— Зэ 
4 г (г + 1)? +6] r (£ + 1) 
3 2 = / 
re 12: + 18:2 + 4; ЭЗ(Т- 1 Жм 
43 (t + 1)? t ¿+I 


__ 12xS + 1845 + 4х? — 1 


+ 3 1n x° — 3 1n (x? + 1). 
4х* (х? + 1)2 


=|2+1=и|= 


r[ a= O ЭРЭ | = fr d 
J хз (x° + іу | | £ | | (12 + 1)% 


- тә [А азе (н) аи = 


2 из из 
1 /из 
= — —- | Em, ғ.а aje 
2 (2 u = 
21. 1. 1)2 ДӘР 1-1) 221 
|же х? +1 = (x nje 1) a 2 (х 1) ЗИ x l = 
х? 4х х2 ха 
2x? x 


аі 408+ = = 
__12x5 + 1841 + 4х — 
4х4 (х? + 1)? 


+6ln|x| — 3ln(x2 -+ 1) 


x ах | 
08-53 
4 | В , ООК: РЕГ Е 
(CVS (км5) (5) “х= ткт 
Е С H x o 


и Ж. (x + /5 x+v5 (а БЕСТІ 


А(х –У5) + В (х + У5) (х — У5) + С(х + М5) (х — /52) + 
+D (x + VS) (х— У5) + Е(х— УЗ)“ + Е (х+ 5) (х— VS)" + 
+G(x- 5) (х — №5 )* + Н (х + 5} (x — /5)* = 7785 


pe ЭЭ SS EM 

16 16 
В(х v5) (х — //5) + Cæ + У5) (х — 5) + Р(х 4/5 )* 
(+ VŠ) + F(z + VS)G — VS) + G (z + VS (к — 5) + 
+H(e+ By из = © =®@=*+ 432), 


В(х Pa CG + ZPP (к А5) рО PF (z — SY + 
+ F(x — м5 + G(x + У5)(х — УЗ) + 


PEGI GP pe аша жанс Й 


8 
x = 5, в-У5; х = — 5, ke SEM 


C(x+V5)}(x—VS5)}+D(x+V5)(x—Vs) + 
+ G(x + /5)(x — /5)° + Н(х +5) (z — v57 = 
_ 02 — 5) (Bat + 15). 

8 > 


C(x +5)? + Р(х + (х-45)-4-0(х-453 + 
+ H(x + У5) (х у = =, 


x = У5, c-t. х = — x5, e= 11 
32 32 


р(х-у5) (x — У5) + H(x + /5)(x — У5) = Ze ==) 
Dix ун) = 


5 №5. 2.4. 5 = У5, 
а hu Ше > 

БУ ge TE. ыы ке, се 
= 48(х-45)  8(х—~5) 32(х-45) 
45 | 5 ^/5 
+ — |х — У5 | — –– == We — — 

32 | 48 (х +5) 8(x+vV5) 
mm У 

32(х--4/5) 32 

_ 595 + 75х 5 И м5 =n 

2404-59 202—52 1602—5 32 |х--м5| 


Napomena: Ovdje smo mogli malo olakšati posao da smo uveli 
smjenu x = t V5, a zatim određivali konstante A, B, , 
да 2 е” Ө ~ [= — 125 + 125 3 dx + 
р (x? — 5) (x2 — 5) — 5) 
4 2 2 2 2 

ZE + 5х s ёс 12 dx r 88 1580 

09-57 (eg А ето 
— 12 Ja Sr Sa ("ах =. 

(х2 — 54 авв еее 

— 125 р 5.43 | ыг ЕНИ +15 | СЕ 2807 РА 

(ха - ет (x? — 5% (52-58 gax —5 


Sada ćemo izvesti rekursivnu formulu: 


| ээж je = si (a2 — бурых (ха 5) (и 1) | (x? — 5)". 
° = ха . — 5 4 5 т 
тата +200 [2 ке Тэр dx = 
х | ах ах 
de“ 401-00 
(x? — 5): із 1 (x? — ус @ | (хз — 5)" 
| haa x 4 2—3 r ах 
GBS 10(86-41) 08-58: лов] ga sr 


Prema ovoj formuli je: 


ўе “bm š 3 | S Су. | 28 
30 (x? — 1 6 J (а? — 5) J (2 — 5) 
+ 15 Їнэ hh в 
(а — 5): -f x — 50 62-58 6 20(х4--5)2 
3( < ` dx dx 
s Е 15 mabaa + | — > 
20 (x? — 5) (х2 — 5) х—5 


_ _ _|25Х 65x u? sze“ dx E 
60-5) 24 (2 — 535 A 10(2—5) 10/2—5 


=> 25х = 65x | т llx 5 f dx = 
6 (х2—5)2  24(2— 52 16-5) 16) x° — 5 

sme РЕ. ЖЗ 2? М5 = 
6 (х2 — 5): 24(ха— 52 16(2—5) 32 x + М5 | 


"је = dx = | ‚ЖУ дан sin г! -- [221 dt = 
у — 5): (5 — x2)* 4/5. costr 
1 [4 — сове 1 = +21 ZLI! dt; 
= J cost ' М5] Хов: сөн со” соз!) 
Koristeći se formulom: 
4 к= sin г n= ( а. 
J coz: (m— 1)с05%; п— 1) cost? (3 


dobićemo: 

xŠ (ИЕ _ l3sin¢ , Изшг 5f di y _ 
а=“ 45 (6 созбг  24costi 16052: 16] cost) | 
= (vidjeti zadatak 47) 


1 sin t 13 sin t 11 sine 5... to т 
= > =. КШ бе 48905 (252) 5 = 
4/5 \6 cost 24со54: 16 соѕёг 16 2' 4 


f 
25x 65%. 11х у 5 


2. ЖР — уфуа — үз 
6(5— s AGZA 16(5-20) Г ШЕ ог 


=“ 25x 2667 Ори lx Je Bl: sin £ 
602— 58 240 5) 1605. ZI ' 1 — віп г! 

_ _ _ 25% ú _ 65х _ _ Hix Уз, Жа 4/5 
6(х®— 58 2408 — 52 16G2—5 32 |х-45| 


6 ы 2 ;\3 
44. ЈЕ х И ! гоё čak = | (1--8Һ24) Зүс 
(ха — 54 М5] sh'; М51 sht 


3 \ 
(+ аааз ра 


~ М5Ј Е sh"r shèt “sh: 

Po formuli 

ke 2 ch x _n— 2 dx 
sh" x (и — 1)shrlx т-і | sh"? x ° 


imamo: 


x? 1 ch z 13 СВЕ \ 11 che \ | 
Балкан масы. 
(x? — 5)4 м5 | 6518: 6 48846 8 ЕТТІ 


+5 [4] - 
16) shz 


40 


= (vidi zadatak 46.) = 


25x 65x na Эр" 52 |. : 
nee 2-- ---- Inith 
6 (х — 55 24(х%*— 5 1603 — 5) Бай: 
m. е. аб e 13 fhr—1 _ 
6 (a — SA би је RAT 16 маст" 
nEs. 65x “lie SED: [у ih 


е — 5): 24065] 1664 42 ТЕ 
44. Zadatak se može riješiti i metodom Ostrogradskog: 


х® Ах + Bx? 4 + Сх + Рх? + Вх + Е, 
Е | 
Бе — 


(2 — 5} 
| Мх + N 
x? — 
хе 
(бз —5у > 
(544-4858 -- 3Сх2--20х + Е)(х2— 5) — 6х Ах Вх Сә? -+ х? +Ex+F) 
(а — 5)“ 
+ Мх + М Je + N. 
2552 


(54х5--4Вх2--3Сх2--20х--Е)(3-5)- 6х (Ах + Вх* + 
+ Сх? + Dx? + Ex + Е) + 

+ (Mx + №) (x° — 15x4 + 7552 — 125) = xô; 

M=0 —А—-М =], —2B=0 — 254 — 3C — 15N = 0, 
—20B—6D=0 — 15C — 5E +75N = 0, - 10D — 6F = 0, 


— SE — 125N = 0. 
Odavde je: до ЛЕ В=>, с-%, D = 0, es, ME, 
16 6 16 
=0, М-0, N= =, 
M жш _ 33% = 200x? + 375x se ЕЕ = |х = 4/5: | = 
| 48 сз — 5% 16] < — 


_ _ 33° — 20058 + 375х pra dt 
48 (x° — 5} 16 


в J яа 


45. 


33x5 — 200 + 375 М5 1, (red 


Не ТН о TE 
_ За — 20058 + 375% | t х--45| 
48 (2 — 5) 32 үх--45| 
4х 


— ; funkcija f(x) = х3 + x 
Јох +1 jef(— D = — 1, f (0) = 


Tada je: 


+ 1 ima realnu nulu «с, jer 
Јес 


(24-х--1):(х-9)--35-Бах-02-1 
A 27 веже 


seka LI х—а x2 ах фо? + 1” 


А (х? H ax оё + 1) (Bx + С) (х — а) = 1; 


I 
x=% А=-———; A+ B= 0, Baca 3 
Зо? + 1 з ч 
2 
Al +i — ис = 1; ас= Š“ яла ЭЭ 7 
За? + 1 
_ __ 2 
ЕСЕГЕ 


ЈЕ ах Su) dx а, | х + 2х 
х + x+] За? +1)x—a За? +1 | ха -их+ a?+1 


А - За, 
Іа | х — « | | -~ 5 -Ях| = 
Sam Зх Зо? + 4 | 


ЗАТ 
v 4 
| x з= ГД 
суна. 
1 га 3« аг 
e шеи | u ат? |= 
Зо? + 1 2-1 Уча] +1 
1 1 
-----і|іпіх-о)р---ізл(8--)- алушы = 
ae 2 ( ) ^/ Заз 


= дасы, Па от: ах + а? + 1) — 
302 +14 2 


_ За _ ge - 2х + а 
МЗ? + 4 


V3e2 = 4) 


INTEGRALJENJE TRIGONOMETRIJSKIH I 
HIPERBOLIČNIH FUNKCIJA 


= Е п: = 


t 


th, | 
2 


sh x o x x 
7 Зе. Leo 
2 sh 5 ch 5 


= (brojilac je derivacija imenioca!) = 
= а sh &| in ch = in| th — 
2 2 | 


2 
А - = 


COS X 


“ЗОЛ 
(cos + sin 5) | 


x | 
2 
Ж 


| x . 
| сов— — сіп. 
| 2 2 | 


š x 
cos? — — sin? —- 
2 


— (vidjeti zadatak 14) = In Р = 
i 


| 65 + sin i 
Oe I + sin x 
= | — = сат деседе: 
| cos — sin | ров 
| i 
48 “жш 28 = 2 arc tg t 
ch x С: | l+ 


48. dx _ Г. 2 JE ii s 
ch x 1 е + 6 4 ех ] 
2а 
= < 2arctgt=2arctg e 
] 8+1 
Napomena: 
Цэн 
arctg (m5) 2| + arctg | = агсї ---------- 
x 
1 — th — 
2 
2 
sh + ch — ch < +58) 
2 2 2 2 
== arc tg == arc tg — — = 
сћ a= sh de ch? —- — ЋЕ 
2 2 


= arc tg (ch x + sh x) = arc tg =". 


Vidimo da se dobiveni rezultati razlikuju samo u jednoj aditivnoj 


konstanti. 
Ж Ыз | Я — 2 ` 8,2: 
(49. E — аа Е У | ыг 2 = 
55 1+cosx P -2 | )1-2 J 1 +? 
dt 
= — | dt +2 |—— = —¿+ 2arctgt = — tg—- +2arct (e 2)” 
| | а Ё = 5 "a 


2.5 tg « tg = 
= =- — —-- == X — P= 
2 2 2 


rare 5 = 4 5 — sin? x 
49. f COS х de= [© cosx) gy — Kra [1 me 
1 + cosx 1 — cos? x J sin? x J sin?x 


ч dx Г 
О = + 1 dx = 
j 2 J sin? x 


1 1 
= =+ Ctg x + x = x + с х — 
t 


Sin X 


Napomena: 


1 — cos x 
x + Ё Х--- = x —— 
Sin x Sin x 
ЕХ 
біп 2. 
x 2 tg 5 
= --- — =. = X — —-. 
2 


ИМ”: х 
2'si Cos -— 
РАТЕ 


50, 7 = [| и ОИ |: 
sin? x — cos? x 8-1 


о ка, аве, 
(ЕЭ 84284520) = ЕЛА Аы 17 
Ale +í + D +(B: + С) — 1) =! 


3 


і-і, Sit (Bi+ OG = 15 


(-В-О%-8%04-1- 1%, 


=B—-C=1, -B+05——} 
B= iv O E 
3 3 
ЕЕ | t? = | ++ „УЗ 
гЗ (+3) +4 2 | 
2 4 


1 1 г udu 1 du 
= — | #— 11 7) = : | = 
3 31-і У) u +1 
езген ! In (из 4 МЕЗ РТ и = 
3 с gg 


2+1 iga +1 
NZ] (8771 


24883 
v3 


45 


| 1 1 
=--Ihnltgx—1i|——ln(tgžx + tg x + 1) — ——arct 
5 | tg | Е (tg g ) Эн g 


51. | | a= fei : \ а 
tg? х J+i . + 
7 5 
g = И + ша >ш + ctg x + arc стр (ctg x) = 
7 5 3 
7 5 3 
нээс ctg “дү ctg?x сір?х + ctg x 
7 5 3 
52. |-2-- |19 х ==] = [= mlrl= mithx| 
J sh x ch x 21 
s2. | [ини [= 
J sh x ch x J sh 2x J shz 


1 И 
= а! th > | = їп | th | (vidjeti zadatak 46.) 


g, a 202201 1-1 2208-0002 
Schx+3shx+4 | 2 | 12 + 6 +9 
| dt =. 2 2 
(t + 3)? t+3 th 2 +3 
54 ша а= [- chtx оо cht x (ch х + sh x) ,, 
; H — thx Koma“ ch? x — sh? x 


Сһ?х _ 


= Б = E EN a. 


= | бих фазе ховх + КК ГУ qp нек 
5 


253 х. sh? x + ch5 x 


= sh x + = + 
5 5 
РАС! 
55. | PGC a= 
sint x cost x ы 


= Т ете) й = 
и {з 


І 
е х — ctg? х) + 3 (tg x — ctg х) 


46 


dx 


(sin? х + cos? х) 
55. - 
sin? x cost x 


sini x cost х 


= [ш x + 4їр®х + 6 +4ctg? x + сїрї x) dx = 


= | tgx = t; ctgx=u| = 


4 2 
„йы КЕС 
47 ~ bs 


“ЇЕ % та 


18 +1 


Kor ------ du 
u" +1 


ане: 


„бода 


13 


= Е — t + arc tg t + 44 — 4агс1р г + 6x— 


3 


— ди — 4arcctg u — М + и + arcetg u = 


3 


1 
арч (tg? x — ctg? x) + Зе x — ctg x) 


га) 7 


г ах ` (sin? x + cos? х)? dx Ч dx 
55. RE 2-| ы KIR (03 x+ - + 
J sin? x cost sind x cost х J cos? х 
dx dx 

+3 | rapa. + [ах - = 

J cos? х sin? x и sin? x 

tg? х сез _ 
3 3 


= — (es x — авы) + 3 (tg x — ctg x) 


dt 
55. ца! ЈЕ icles | ; 
sint x cost sin* 2x sini; 


Sada primijenimo formulu: 


| ах COS X n— 2 dx 


a £ . . > 
sin" x (и — 1) зіпа1х n— 1) sin? 


1—8 | cos t 45: | =) = 
3 sin? z sin? 


8 8 
= — цанын --- ав (— +2) - 
3 Хаш 3 sin? z 


+2). 


= — ctg 2x 
3 қ = 


Umjesto pomoću rekurentne formule, mogli smo postupiti ovako: 


2 
| mo = ligreui= (u 


sin“ г ut 
*(1 1\ 1 1 
меня 
WR у и Зи 
1 l 
= Б e = о + сір? г) = 
1 3 inž 2 9 
222 cter АЛ 999 ks l či 2 sin +1 _ 
3 sin? £ 3 sin? г 


Page 2: : 
= —-- х та} Зэс 
у 962: | J 


sin? 2x, 
56 | жыны ыыы 2) рэн dx кез = 
sint x- costx “J (віп? x -+ сов? x)? — 2 sin? x + cos? x 
= = DIVA | dx < 
= ; : 
i= inž аж — > 
2) 2 біп? 2x i (1 — cos 4x) 
өз [= ах -2--18-41-1, di 2 - 
3 + cos 4х J 3 + cost 
zova | > 
ЫГ jaru 
: Ї - д к= 1 arc tg v = очен (2) 
М2] 1+% +2 4/2 м2 
in? 2 9 
5 | dx ыг (sin? x + cos? х) Ағы 
sint x + cos* x $ x + cost х 


f sint x + cost x + 2 sin? x cos? х 
=) — — ————— — aÍ [а 
sint х + cost x 
$ [255 2 sin? x cos? х dx 
(sin? x + cos? х)? — 2 sin? x cos? х 


48 


sin? 2x (Sin? 2x 
=x+1|- — dx = x + : - 
NEZ sin? 23 ТЕ ЛЕ 
142 
E | в Е = 
2 J 1 + cos% : 
a PJENE 
= 1 (2 sin? г киез F 1 со: — 2 y 
2 J 1 + соз?! i + со$?г 
=a- fag а раен 
2 1 + cos? z 
t du 1 ftg 2x 
= x „+ ——=х—х-—=агс1р ) = 
2 2 + u? 4/2 972 
s (55) 
м2 м2, 
2 
56. Цай lues = = азаи т 
sint x + cost х Ј "+1 
аве = Аг + В Cr + D 


о TE E ZETE 
(А: + В) (12 + 22 + 1) + (С: р) (2 см2 1) = 0 4 1 
A+C=0 А4у2-48-042-0-41, 4-842-0- 


— ру? = 0, 
B+D= 1; 
4-0-0, 4-0-0, В8-0-0, B+ 2-і; 
йы; m Dp m pal 
2 2 


у 2 
= _1 24 Дэр 1 Ша 
м2 v2 V2 v2] 
1 f du іг dv 
rov AE 222 (рэн aa жы чл. ыан 
1 и + 9 МЭ. tgx 
u =", — uv R ] —tg2x = 


= че ( Е MEGA ) = arctg (е 2 
42 V2 1—1) v2 м2 | 


57. s= [ee pra Kr "saa -| 4: (4% — 1) 
sin x + cos x 2 (3 — 2t — 1) (12 + 1)2 
_ AtHB Cr+D jr 4: (3 — 1) à 
кле А (32-18 r 341 (а 2: — DEL 


(At + Ву (а + 12 + (с + D (0 — u — D + 

+ (Et + 2) (2 + 1) (а — 2: — 1) = (а — 1 | 

jek Е ЦЛ аа —C+D=0, C+D=4; 
C=2, D=2; 

(At + В) (22? + 1) + (Er + F) — 2: — 1) = 2 (z + 1); 

e ti РУШ оде GP а PRESS mama ge 
Е--0, Р=— 1; 

4:-8-1: 4-0, B=! 


зә 1--1 __ 4 (92 
ШЕ = асасы т 
-|:-і-иу2 B+1=vi= 


1 _ du dv dt 
= — - + P pre t = 
М2) 4—1 [5 (e + 1)° i 
= (vidjeti zadatak 31) = 


| 


1 lu—1! 1 t 


= —In | ~ – — + 
242 ЕТ v 2+1 
х =! х т | 
EE Тра иш. К ЧЕ | шоо ыг? 
= | 241 m 
S a Pri ЭМЯ bea 
2 2 8 
tg 5 1 А Ж sin— cos Хо cos cos 7 
кісе | mona = а ө 
+— ===" — + 
ЭХЭЭ V T zo A 
tg 27 1 sin — cos 5 + cos 2 sin 8 sin 8 | 
| x т 
Е: х х 1 ko (5+3) sin x 
+ sin — cos — — cos? — = =]n|—— | + — 
2 2 2 УЗ sin (= + =) 2 
2 8 


_l+cosx 1 | б т 


sin x cos x 


Ee. mh = 
| sinx + sin (х Ha 21 
2, 


sin x cos x 
57. | = za 
sin x + cos x 


п 


ы” 
ГЭР Р = x соз Ж. oj = тыл COSX у — 
2sin Ë + >=) cos © ыг J sin U + 2) 
4 4 | 4.) - 
== 1 = ч |= 
2V2 J sin Р Ж =) 4 
4 
гэ. / 
| (а (2: 5) | қ 
= ды. — ДЕ Кт 2017 
242, иг 2V2J sint 


I l - 2 sin? z 1 di 1 
зу = d: = — —— + == | sin: == 
24/2 je sint Жа. ^/2 | 


aa In tg“ < VI 4. tg Prde he 
272 а -зү? 272 F :) 
1 / т” 1 x т 1 
— ——<08 |х + — | = ——— |а (+) + — (sin x — cos x 
4/2 ( 4) V 2 9] 26 
58. Јо ЭМ kenaa = 
sin х + cos х C+1)(2 + 1) 
Bt + C t 


:-1 2-1 SUr п рЫ? 
AQ+D+GB+0a+D=r; 


2 2 2 2 
--2| а = [е шыга И ЕР 4114: 
t+1 2-1 2 4 

т С Жан x+11+ : юа +11 +» = 

2 2 үз 4 2 

х сы sd | 581 
= — — — Та | - | in| | = 

2 2 COS x | 4 |сов2х| 


x 1 ы 
== — — In | sin x + cos x |. 
2 2 


sin x г (созх — sin х)‘ sin x , 
58. | =" ga ko = E 
sin x + cos x J cos? х — sin? x 
2752Ж 1 — соѕ 2х 
ЕЕ in 2х ЕН 
I 2 2 «=> [m 1 ах — 
сов 2х 2 сов 2x 
+ Ге -7 Јн == 
4 соз 2x сов 2x 
= – пјева | + = | 4 = 
4 2 4 COS 2 
= = Hini cos 2s] +Ž Liu (+1) |= 
4 2 4/| 
х ту | 
= — — —- ln | cos 2x | — — а |1 ( =) = 
2 | g т | 
= In | cos 2x | — ama | мээд | = 
2 |1—1дх| 
х 1 : 1 : 
= — — —- Ìn | cos? x — sin? x | — - -]n | sin x + cos x | + 
2 4 4 
1 : 
+ Л In | sin x — cos x | = 


| 


1 : 
- ла 


59, | sin x sin Ж sin Č dx = А. | (cos is cos =) sin Č dx == 
2 3 2 2 2. 3 


1 NEK 1 3х х 
= a — sin — dx = 
2 2 3 2 2 3 


= | (ве s 2) «-- | (sin S за 2) de = 


60. | sin? 2x cos? 3x dx = | sin 2x (sin 2x cos 3x)? dx = 


1 А 
= Zi | sin 2x (sin 5x — sin х)? dx = 


52 


= 4 sin 2æsin? Sx de – -> | sin 2x sin 5x sin dx + 
4 2) 
+ 2 | sin 2x sin? a= f sin ФЕ ax — 
4 4 
1 1 - 2 
- ЧЕ 2x (cos 4х — cos бх) dx + -— | sin st Pc dx = 
4 4 2 
ты ЇГ. Л 
= — sin 2x dx — — | sin Zx cos 10x dx — — sin 2x cos 4х ах -- 
8 J 8. 4 | 
1,97. Кк: 1 м 
+ S | а sin 2x dx — = | sin 2x cos 2x dx = 
2x ; : IA. š 
RE, нч | біп 12х - sin 8x) dx Эр) (sin 6x —sin 2х) dx + 
16 16. $ 
1 s Я г 
+ — Ген 8x — sin 4x) — lea sin 4x dx = 
8 16 16, 


_ cos 2х cos 12х _ cos 8х ja cos бх со52х 7. 


8 192 128 48 16 
cos 8х cos4x сов 4х 
“қар “ат "“баг” 
с0812х З соѕ8х | cos6x 3 соѕ 4х 3 соѕ 2х 
a 219221980 48 Ое 
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| sin? 2х сова 3x ах = 8 | sinë x cos? x (4 cos? x — 3 соз х)? dx = 
= 8 К — cos? x) cos? x (4 cos? х — 3)? sin x ах = | cos x = | = 
= | (12 — 1) t5 (4:2 — 3) dt = 8 [ава — 401% — 337 — 915) dt = 


= 2 cost х — 32 cos!" х + 33 соѕ x — 12 сове x 


sin (x + a) ' sin x аз 


61 
cos (x + а)" cos x 


J= [e дка | 


20 50025288 и: 2х +Фа ==! = 
cos a + cos (2х + a 


т 


(774-1):44--т-1 du 


(n=) mtl 1+’ 
53 


1 т — COS t | t 
= | dt = tg— =u 
2 m + сов? 2 


Au + B Ф Cu+ D _ (m + 1)u? + т —1 
(0-01):4-т-1 44-1 [(m — Ти + m + 1] G2 =, 


(Аи + В) Gë + 1) + (Си + D) (т — 1) а + m + 1] = 


= (m + ји + m — 1 
и-% G+D=—1; C=0D=—1; 


Аи + В = 2m; и=0 В = 2m; А = 0; 


Ж du етер = 
X У т 


2m (1%т = — arc tg u = 
mLiIN I m] Өт 


жен ө, мб. да RE 
між? 2 2—1 
Пт 1- т t 1 — cos a t 
=|9= j #—=——— tg = —Ftg—| = 
N I Tm М1 — та 2 sina 2 


| 
(1- сова) nek sin a 


cos a £ 
= — 10 —arctg (а — 
sina 2 
(1 — cos a) «а 5- — sina 
АВ 202 Я t 
sin — — cos a sin — + sin z cos 
= ctga' ln 2 2 2 |= 
3 "о ЈЕ A t 
sin — — cos а sin -— — sin a Cos — 
2 2 2 
Ч / 
Яп- + sin (a=) | 
t 
= ctgaln — — = 
/ t 2 
sin — — sin Ч + 5) 
2 
: t—a 
2sin— cos 
| 2 t 
= ctg ас — — = 
SMO, га 
2 sin— cos 2 
2 2 
cosx | 
= ctg aln | —— —rr r x. 
cos (х + а) | 


rt 
61. [ездака f таан а -tg x ах = 
1-1 хїзЕа 


= {150 = т, Жиш 2275 оф š 
11-т 1-0 
А PEKO t (m +0 : 
1-т 14042 (I — mb) (1 +1) 
A+A + (Br + C) (1 — т) = t (т + D; 


l / 17 1 
Е, gb -} =1+--, 4=71; 
т ma] m? 
B+C=—1 8-0, C=—1 
= >f 5: -11 ул эй mere 
] — mt 1-2 т u 
1 
аны рта mm. oma 
т т 


= —ctga:ln}1 — tg xtgaj — arctg (tg х) = 


COS х COS 4 — sin x sin a 
= —ctgaln | (бээ = 
COS X соға 
шигтгэн шин 
COS X 
=<ctgaln >| mj 
cos (х + а) | 
эх a 
б | ан ЖУ +. = 1 de dx = 
J shtx J (е 2) — ы (a — 14 
5 2 
= [е = ¿[== 16 9 10 0а в [ш 
18-13 7, 
ие 
u3 из = ut u и? Зи? 
A КУ знање l gole D араке" — Dolo 
318 3 (e — 1} 
5Д 8 ОВ В že — Je "Буе = 
з (т) 8 (68-67) 


1 


3685 683 х 
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ë | с?" - (Өвсөн (sh x+ ch x) dx =f i Žch x + 1+ sh? Za dx= 
shi эш sh* x ян хоо sh3x sh“ х 
- Пас о с. шар 
ЕТ PIJE sht х] sh? х 
“ж ch x 45.2. cthx = — 2; cth x — 3 = ш: 
Зер x 3 3 - shžx <“ 3sB2 x 


Ovdje smo se poslužili rekursivnom formulom: 
| ах _ _ sh x _n—2 f dx 
sh” x (n— 1)shrlx п-т] зах. 


2x 8x = 
62. | £ == 


shi х sht x 


3x 3x 
= | шог, ЖАР e dx = (primijenimo metodu parcijalne integ- 
sht x ] shš x 


racije samo na ptvi integral) = 


3x ҙх зх 
= — . 1 + | £ тя 
3513 х sh? х shë х 3 sh? х 


2x 
62. Í 2 de= [Soda раве 
sh? 


ale 


sja, к. ЖЫЙСА БИЕ — ah. 
m ме ами ë 


2 | 
+ ЈЕ ан Ma: иди 1 
24 и | мё +1 п 


– | УГ аа ий + ний  - 


| = WAP 
sjove + 1= / 8 = dm 9 = — cth x — 
< 1 cth? x 

sh? x 3 


56 


63. 


63. 


64. 


{ dx > ах mk zeza 1 [= 
(1 + ch х)? | ыл” 12 2 J ch: ° 
2 


~ 


rekursivnom formulom: 


[ lie je ch € 17-51 dr 


ch"t (и — 1)ch*”-1; я 1) chag’ 


dobijemo da je: 


4 
А sh г „2 ( аг еп sht mre 
2\3ch% 3] chi без 3 
sh 1 
= m 
6 ch?” 
А 
| ат ақы Л 28 | (1 — а = 
(1+chx? | 2 PŽ 
3 5 
- (-5) = (вв 2 а) 
2 3 © 2 2 
ЕЕ -Тевх-ар--| 825 =|-—i=u] 
J th5 x 13 — 1 
а 
s SHE aa Шар 
2 и 2 и 
2 
- ‚еа al -4 ах Р СӘ 
4 2 
l 1 
= — —+ln|shx| 
4shtx sh? x 


1 


sh? x 


66. 


66. 
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INTEGRALJENJE IRACIONALNIH FUNKCIJA 
5. {VI — 4х — xX? dx = КЕ — (х + 2) дх = |х +2 = 4/5 їй | = 


Е + 005 21) й = = (t + sin t cos t) = 


х+2,х+2 mo 
> arc sin Z : МТ — 4х — ж 
45 2 
4 — 
[ve=s + эж 1-2 те 4 Жа PtT chr|= 
i 2 4 2 | 
2 РУС ferz- 1) dt = E EE T ва ë 
Š 2 
_ 9 Эа. ana 9 2x — 5 _ 
SG тү, 9 Е ыт ТШЕ 
2х — 5 


мэ? — 5х + 4 — in (а —5+2Va? — 5х + 4) 


Л = [М — 5х + 4ах = | V(x — 1) (x dx = 


= (Eulerova smjena: x — 4 = (x — 1) 1% 


‚ = i сүй 
13 — | (3 — 1)? 2-1 


2 
JE ти = атто 
ша Se Wa ЬШ, э „Жул Жн ы жык: 
(2—1 G—1 0-1 1-і (@-+1)# (+1) 4-1 
АРВ — D + 040 + 12G — D2 + D z — 1 + 
+ EG + D (£ — 12 + FRU + 19 (# — 1 = — 188; 


3 6: 3 ): 


с 
ЕНЕ ЭеРЧ 7 
4 4 
в + 19 CG Ее — 1) + EG — 12 Ae- ja 
ЕВ 
2’ 
t= 1, sk t=— 1, Е = —— 
8 


t=, 62% та па [А Fei. 
$ 8 

= 9 + — ВЕ dje 
Be 8G—D 8 
СОМЕ ПЕШО УЗИШ йен |: ИЕ 
&G + 12 “ç. 8 
52948402 92. НЭР = jed 
4 (13 — 1)? g la — 11 х--1 


- —— 9 i | 
-- = L дағы 


Napomena: Zadatak bi se sveo па integraljenje racionalne funkcije 
od t i pomoću dvije Eulerove smjene: 


мх -5х--4-0х-: ii Ve—S5x+4=x +2 
67. [sc dx =ls=shui= f ch ¿dt ке 
х (х + УТ 22) sh? z (sh g + ch 0) 


f She(chr—sho) y = = |= 1 — shecht 
5821 sh? £ 


dt = 


арар = Г а=: аве мі 
8828 = 


anata 
snt x 


ZNG a e kae À + 


bol x 
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67. Í dx следы EE и mre 
ДР лат Хэ ‚| li шин 
= | +1 =] = асан --| du = 
Те тлі 
=—и + 1п (и + 1) = 1а (М1 1) — М1 + 2 = 
а pone VI + ха 
= — 
pj 4: 
= 2 =— “, dx=— ——ad 
68. ЕС =, х ira (Ë + 13 dt | 
2 
E | pi =... E == 
ig ТЕТІ ај сл шог Ба >л 
171 4 
= 4 агсста t + 4 |—— + - - је 
5 Байг +1) Кз. 
1—х „2 
= 2 arc ctg t + - ІС + УГУ 


Koristili smo se rekursivnom formulom: 
| _ d: И š ДЕ 2-3 -3 | _ q 7 
J (2 + 1 2-1) +] 2( —1)J @ + 1) 
68. | kira м Ах = | x = сов: | = 

Í + x VI — x<: 


(1 — cos г) (— sin :) 


di = | (cos: – 1) dt = 


sin £ 


= sin z — t = yI — x? — arc cos x 


“Завь PE, 
Napomena: 2 ас с ЕЕ | ze“ ыен 
2 1-х 
[+x 
— arc ctg ——=—— = — arc cos x 
VI >? | 
{ а 
69. = ~ |=) - f 3 = 
хух + хХ+1 | t | Ve+r+l 
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69, 


69. 


70. 


2:--1 
--|ш--и--аһ“ = 


v3 
ade 2 1 „11 1 2 
= -n í: HI 2уг ++ ) = – па (== 2 x ада. 2 
4/3 4/3 х х / 
18) 


sx+rž+žvatieti 


=== == АХ х +=] = xt + 1; 


18622170 x +1 


x 


= — nA 
= ПО: =! V. ~ + X + 1 = х + t; x = 1 £ у 
xvVe+x+1 | Ву —1 


či pi ER - 
ео да, ТЭЭЛ. 
(2: — 1)2 24 — 1 


-2 | di jes 
г — 1 l: + 11 


Жыз ši 


У АЕ +1—Х + 1 


dx = 


= Іп 


r Ше 
сэн 2 
ze 7% КЕЕ 
(12 — 1) J (1 — 1)% 

D E 


A B C 


х+1=(х— P; x= 
£ 


dx = 


21: 


Е 14104187 тате 


i ; 1 1 


= — + —— = 
202 — 1): IAEA 26-10% 
2 ! 
PONE 1-2 а rasa -HED тър 
201 4+1 2 |:—1 (12 — 1) 2 |#=1 


ыла [= И Т 
2 2 


70. [Vidis [зей = Ге: — ya = 
1 1 — 
= (гг = VA 1 — archx) = 


= Аі же pe Zn (x + уха — 1) 
2 2 


70. јуз=ла-хув=1- [= Z= = хуя 1- 


_ d _. 
| м 1 


Odavde je: 


2: naje. ^ sa 
ЈЕ жү ®=—*У# [мата | 


2 [Уж — 1 dx = ху — 1 — arch x = 

= xV I — In (x + ух — 1); 

Гете а T (s +V). 
Integraljenje binomnih diferencijala 


Í х” (a+ bx")p dx može se dobiti u konačnom obliku samo u tri slučaja: 


1. pje cijeli broj (smjena x = г, gdje је s najmanji zajednički imenilac 
razlomaka т, n); 


2. шон je cijeli broj (smjena а + bx" = 19); 
n 


I i 
3, MEL + p je cijeli broj (smjena а + bx" = х' 14), 
n 


q je imenilac broja p. 


34 


1 
т. Je (хап + cysde= |x = 8 ЗЭ 2-0 
[=a + ОДИ Ри 


62 


72. 


3 А, В Өз. Din 
НЕ ЧЕ ЕЕ Г 
A(t +1} + Bt + C: G + 1) + Dil + 12 = 3 
t=0, A=3; t= — 1, B= — 3; 

Cr (t + 1) + Dr (t + 12 = — 3 (t + 1) - 2); 
CG+D(0-+1l1 = -—36GPT+1 2) 
t= — l, C= — 3; D = — 3. 

3 


ТЕЗ е E БЫЛА түре 
26-І? 1-1 


– ај | зо, 
Vx +1 2(3/x + 1)° 
у ах ~ edis _ ўы 
ша ху1--х9 | SVI rkt | =. 
sale. 
5 J 8-1 


А и +: + 1) + (8: + С) — 1) == 


t= 1, PARN 
3 
Pop ве Be ау ве == ža ži 
3 3 3 
жы | dt s | t—1 | Ж. 
51:-1 5 ae 
1 | = дея 
=— 1а | 10| — — t+—) + — 
aa Ч 
ы PI SE ~ -g ( udu 
а 1| s и 


v3 1 l А 
+ —s arc tg u = т -:-114 


3 2 4 — 
mir ==, gdje је £= VI + х5. 


5 V 


1 


73. | = = БЕ — 8) ° 4х = 
I V2 — xš N 


= | 2 — д? = хи; — 3х? dx = 3х%% ах + 32512 dt; 


2 
— dx = dx -- ХР dt; dx = Е. 7 dt! = 
ZELENI í 
mej tia х di“ 
2-1 


t dt t dt 
Žare 2 жосығы 
—(t 
У“ ја у 


+ [72 — ха 


Шыт ил сасе үз 


V(2 — хз)? 
4x? 
d E 
74. us = а + x) “ах = 1+ x: = ха; 
(I + 29)? 
2х dx = 2x2 dx + 2х0 dt; a| = E = 
= 
аат a= fa РРА 
1—й х? (1 — £) 
| аз | ГЕ А 
: 2 t Му 
74, dx геи је | dt 
> ch? г 
(I + x?) 
gita ы 
ch: vitx 
1 
ах 7% 
75. iki Ы 1--х dx = 
= d ( | 
3 
= | 1 + xš = 25; ак = = ары 
3x? 
3 2 
== | 257: жЕ, r t d: = 
3 J ха 3 хз 


15. 


žir [re | = 


3 јел 3) 8-1 9 24 UH 
prd Ap d 23 
zrak АР i ZA 
ВИ еар зай (0 
= — ас tgi + - [| : )«- ze 23 
3 3 2-1 02-41 ` > 
4 i leče) | и ТЭГ | 
= —arctgr + —In|——— | — —arctgt = = 
3 t+1| 3 | ~ 
2 [у= : 
тоосоо Ч ae М. 
3 3" 4-1 
41428 — 1 | 
= = mcg YFP + Lh АР a l A 
3 3 VI +1 
2 r 
xl + xš SVI + x3 - 
2 
ии | 2 dt; 
3J :—1 
i A B Ct +D, 


Эв 1 


8-1 МАТ :-1 2-1? 
AG+ DG 4 D + BG — 1)(ë + 1) + (C: + D)(ë — 1) = 2 


t = 1, sE, t= — 1, Bez; 


1 1 2 
1--41211:-11--411:411-4--агс18: 

3 | | 3 ЕТ! 3 £ t, 
gdje је £ = УТ дз. 


Provjerićemo rezultat: 


1 1 2 
J= —In(t — 1) — In z + 1) + — arc tg t, 
a ) 5 ) 5 g 


76. 


77. 


СЕЕ РВ. ДЕ ТРЕ. ДЕСУ РЧ 
dk 3G—) 3ZGC+D "Зе 
езу. 2227. ANVE 
3⁄4 — 1) Зэс 
2 2 
эж ae ran > 
dx 43 АУП + 25) 
dl _ 4ух +1. BE: < = 1 
dx 33 4901 +: ху’ 


1 


L, | [a +< “аха KI адан 


dx = tt dx + м? ы dx = | 


2 
же — | { = = | vidjeti zadatak 75 | = 


4 — 
1 1 =) 
= — —arc tg z — -—ln = 
2 4 :+1 
1 Vi+x 1, |УТ+ х 
= — — arc tg --- at 
2 x 4 хх 


1 1 
јуко та = | G ај ду 


| „© 
= 13 — x? = t; — 2х dx = 223 ах + Зх? dt; 


1 


2 
2 = = a 
dx = = a= fee = = 
28 +1) | 2 +1 


- | dt 
2 J (@ j 1) 
A B . с + D Е + F 9 13 ч 
Б: "ika e = эт 
ВН +i (88-19 42-г:-1 2 (2 +1) 


ДАРЕ У B( + 1) (@ — t + 1) 1 (Ct + DE + + 


HEBR Pie th} -у 


BG + 1) (@ — t + 1+ (G: + D) G + 1)3 + (Et + F) G + 125 
х@—+1у=—- (6 +1)(# + 6 3 + 
В@% — t + 1)? + (Ct + D) G + 1) + (Ei + F) G + D (8 — t + 1)= 


= - (8 + 6 — 3: + D; 


EN 
2' 
(Се + D) G + 1) + (E + 2) (2 + D (3 — t + 1) = 


-> (t + 1) G — 4: + 1); 


Gt A Dia (EE Раа) = (8 de + 1) 


2 2 
G + E — F = Ёс da sss, D+F=0, nee 
2 2 2 
2004 1) 2 (ё — т 
1 1 
= ——In|[|:# + 1| — 
P 2a+1) 2 | | 
1--1 1 1--3 
— dt + — 2 dt = 
2 гү 372 || Me 3 
t——|) + — t——|) +> 
| | 25772 2/77 
| 1 43| 1 1 | udu 
= ; — — = — = = —— < has i 
МЕ эс арга рге 
2 {__du Niki udu 5 f du 
+ — жз -+— — — — — == 
УЗ J (68-18 2] а+т 2У3Ји+1 


1 
SALA + 
и? +1 


? 3 arc tg u + — 


Уз Mi a +1% = 


= ЗОРЧ rekursivnu formulu 


и č 28-03 | du ) - 
že 2(n— Пе Г 2-1] (и + D”, 
sai Ч ов 


2(:4-1) 2 u+1 4 


5 2 u 1 du 
— — arc tg u + - — - = 
243 м3 ЙЧ | | 


1 
Sa ы е үлес а Саун 
50543: 2 УЗИ а 
3 2: — 1 4 
— —— arc tg u = | u = и | aa a t—+ |= 
DVA 35 | УЗ 39 | ) 
= — Жи. ЖИРЕН BIN + Vinte #+1)— 
2: +1 2 2/(2-1-1) 4 
= Е 037 
вела. И, ТЫ Du 
4/3 2(8+1) 4 п] 
3 1 
— = -arctg —— 


Түр 3/3 — x° 
gdje je = УУ = 


78. 


RAZNI INTEGRALI 


хм +1 
тә | аз |= (z + 0) (к — < + 1) = 
sik 


= (x? + 1) [0а + 1)? — 3x2] = (x? + 1) (x2 — х УЗ + 1). 
(х2 + х УЗ + 0| 
Жата: ЕЧ Ву Сх + D Ex+tF р 
х + 1 х + 1 х® — x УЗ + 1 481 43-17 
(Ах + B)(xt— x? + 1) + (Сх + руба + (ах + 
+ (Ех + Е) (5 — x УЗ 4-1) 08 + 1) = x! + 1; 

2 


x= š, (di + B)-3=2, А = 0, B= 


= = 1 
(Сх + D) (х? + х УЗ + 1) + (Ех + В) (х — х МЗ - Џеј HI); 
C+hE=0CV3+D-EV3+F= 29 C+DV3+E—FY3=0, 


р чекаа 
3 


1 dt 
==, + arc tgx+— | + ` 
3 2-1 


“/ 


2 1 
= Prka та аса аа = 


9[ 91 
а e 


= (Т — 2) (I + 2) g + 1 — 21 + H 
+a Dt) LI —2)8 + (I – ди + а + 
+01 — ди + 00 + 1 — и "094 T+ (I+ ОК 

И ОМО E ШЕК кт 


7 H 5 4 
+ (I + 2) jula я 9 М '1 — 2 
Я а 4 
5 perja kika. a 
| pax 


EIP XT + хр 1х7 = XpxZ чих = | — x 


= xp (1 0) | = р ла а) [= 9 


s 


2-1 € 
"өх 81 ман + x 83 218 = ате Es + 


фића авон = Š “ham + s Воле 


гвеношодем 


€ 
“ух 81 sa + х 33 548 = 


sedi | 
= |? = 5% | = xp + = 
ex xp 


| + gx f re | 
= Xp: nn 15297 e- 
zx + (I + zX — +X) += 
х — 
2 Ls ш + x 8у 319 а. 
2 
пі KC 


"81. 


B(t + 12 + C (t + 1) 1i + DG +1) — 1) + 

+F(@ — 1 + G( + 1) G — 1 + H(t + 12 (2 — 1) = 

= t$ + T aml 
8 8 


гээ) B= = t= — 1, Fal 
4 4 


3 


GG + је DG + 126 — D + GG — 12 + HG: + D (z — 12 = 


Бе Dya НР == 


РЕ Deo байык. Н 25, 
32 32 
жемі A dt ga dt il 4. 2 (a 
(ђе decu jazik 32) 4—1 


pf a. 1 d Пг dt = 
в (+1) dari 3 £ sl 


= =a Ke G = Zli ni ЖЫЛЫ 


=a 1+5 У Паје — 1 T Цэ 
1--1 OVE 

m + 3⁄ t = liz 5 6(1-1 
2408 — 1P 20(2-19 16(2-1) 32 pred. 


мМ — 1 
gdje je z = —*% : 


79. Ј= | (за PV i dx = | x= ch z | = Í зће dt; 


Koristeći se rekursivnom formulom: 


n—1 za 
sh” z = тасы: m + sh"3; dt, 
п 2 


imamo: 


5 ч 3 
re sh tcht 5 sh? z ch # + [sera] = 
6 61 4 + И 
аа зің а} = 
6 24 8| 2 >] e 
shrcht ` 5 shit che | Sshicht 5, 
6 24 16 16 
А xVlaž— 155 5хМ (6817 2. 5х Уже — 1 — e мы фы с. 
6 Е 24 16 16 
ТЕХ З 
ar) 1-2 фу 1]. 
48 
= dt 
80. | “нхас-10шх-01--2| à 
+1 


= (koristimo rezultat zadatka 41.) = 


Le 8--:У24-1 1 гу? 


> хамхиад ын —— -- ---- arc 8--- 5 
2⁄2 2-1:432-1 v2 1-2 

2041 In ctg x -—V2ctgx + 1 ЕЕ 9 ы V2 арх _ 
2/2 ctgx- М2 ctg x +1 ЫС: 1 — ctg x< 


1 cosx — Vsin 2х +sinx , 1 Мат 2x 
= Ш "ИЕ arc ctg — 


242 cosx -+ Vsin 2x + sin х 


Bk (sin x +- cos x — Vsin2x)? 

2V2 (sin x + cos x)? — sin 2х 
1 

+ рдегі Jo TE ЖЕТТІ ЖҮЗ 


(sin x — cos х)? 


ах + cos Аб 3 = 'arc sin | sin x — cos x | 


75 


81. - (a= 


= ы Ет бањ. 2: | 
2 + cos х (É + П) (22 +3) 
КЕРСЕТЕ кё эб 
P+ 243 EDE) 
(4: + В) (2 + 3) + (0: + В) (а 0) = 42 —: + 17; 
t= At + В = — 2, А=—>2 В = 0; 


72 


81. 


82. 


Сър = 2( +2), С-2, В=4; 


Ту A H2 [анјон и 
141 2 + 3 


поћи ы 


1 Уз) ун и 
4 а 
— In (12 + 1) + In (d + Pesa 
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b e2 (1 + 2) 


== = => . 2. dt 
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integrala) — 


Af ё ах fe cos x dash е Г ех cos x 


ах -- 


— —— і 
sin? х 1 sin? x sin x | sin? x 


dx = 


е COS х [ e“ €“ ех cosx _ 
sin? х sin x sin x 


sin x 


> ma 
e“. 2512 —- 


— = И — cosx) _ Л шақы 
2 


sin x 


32723 х 
2 sin — cos — 
2 2 


83. 


84. 


85. 


х хү! 
. (sin + cos 5-) 
| 2225 аа Ë ымы ыы 
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a% — b? 


87. J = | хавцалд + x?) ах; 


бх, 1 * x2 + Í dx 
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Vl — ха VI 


= Š: 
rey 1 arc sin x ах + 


VI — х? 


+ [ха хма — x? arc sin x — х? — 


2 | 2 
+ = М1 =Pacsnx- = = [Vi — xš arc sin x ах + 


СЭЭР 
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2 = Ээ ё = To + = 1 
2 4 (9-1 
7 1 4 
Popea HE г 
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Мани ђе нмв ви [ea = 
ы sin? £ 
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J sinx VI + cos x sin? х У 1 + cos x 


1 


u 


= _ 24 =]; 
F 


1 do 1 2-11 
= u + — = и + — ln Е 
| заа 242 |241 | 


А. 


= === 7 — in ——— — 
VI cosx 2342 | МГ cosx + 2 


1 1 | 


84 


ЯТА ЕГ > А.) WE кыт. 


€ 
(rem + 


9 2 € 
“x< (0 Tzv хе к 


© 9 
= (2:9 + "и кущ 


a еа. + х 33 эле = 
п (х 83 218) t xE — x — 


«8 
ABa p(t SS- 


+ 


E map "m m ELTE u 
а ову | Ë хе P п ЭР 
n сч | 2 n 8 

— "PT л PT) nc 1 о ra 5 


d Saar o - +за- ы)» 
= 1р {2+2 Е +219 т) = г 


€ € 
2 +283 — —— = п 3) 2038 + n — — = 


1683 sh 
Да Į + п 
=" {— тал} | тарзы = |9 — 283 | = р 2278 
[ 2-1 


' SO ZA 
RE ul 
|х I I 
ы 502 2 $09 ZA 
х 5 CAT х 
— 6015 7 
I + — $05 ZAZ 509 ZA 
= = 9+ 
(4 I I 


"66 


99. J= [E РОЗЕ 
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cost х 


= (e+ шін - “Цэ Jam бере 


9 tg? 2 
и ее E: 
9 3 9 
ге |52 „АВИВА с 82 УТБИ MM 

e V l+ e (2 — р? 
A B 6 р 2 


— + — + + = =: 
і-1% #—1 G +I #+1 (2-1 
Ай + I+ BG + DSG — DD +CE— 12 + DG + 1)G —1»=2; 


t= 1, GE ас: байв, 
2 2 
Bü + 1) +DG — 1) 5 
t= 1, ga Ta t=—1, pait: 
2 2 
1 
а Пало E 


ЕЯ 2@+1) 2 


t 1, [2-1 METI METETE 
= -- — — + — In =. ҮР? MG ла 
m= 1 "gr јел e Е 
мка 1, (ут+е + 1 _ 
= mE 3 sta ех 
не K -Ш(У1-6- Ж; 
^ dx 
Л — ——— —O == | 2 = sh; | = 2 = 
w. | vre jE 
size 1 dt] _ 
"L2sh?z PT 
= (koristili smo se rekursivnom formulom) = 
_ che a А Е а 
косе т Бай у әш 277 теі 
Уре 1. Vrat 
== — - = = —ln SEE — = 
е 2 М1+её-+1 


128. 
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ej — 1 LIn(1 + V + 1) 


e* 2 
EME jo == [© Жа 
ех 2 
Ї га 
— — arcsin: + | ------=- = | | 12 ц | = 
t [zviza 
arcsin z du arcsinr 1 „| + – 
t Jo s t 2 pz 
_ acsine 1 In MI al) № 
t 2 VI=B=|1| 
arc sin £ Vie ЕЕ 54235778 
See А са, 
t 2 £ — 
- 28086 -ЮШ(УГ-6-1)шеёє- 
е 
еее — lo (vi = e + 1) + x 
е 


й arc sin e* : ; 
| 128. | —— dx = |arcsne = t; € = sin1| = 
e 


; 8, 1 dt 
= = cos: = 1 (— 3 үе = 
Ë | | sin?t sin z) sint 


1 | | П — cost 
||| ый TE U u pio na 1 + cost. 
| Ре 
||| sint 1 + cost 
| Spa. koji zin (1-У1- er) = 
|| z 
| arc sin e 07 2101 ДООР ах) 
Ik с“ 
||| 129. J= = 4х mas = | 
* J 1 + tg x+ трёх ПИ + а 2) (1 +) 
| CA NE. 25. АШЫЛ. ы 
В || 2-1 2-:4-1 EHDE EHL 
| (4:4-8)(2--:--1)-(О:--03(2--1) =; 
| r=; А+ B=; A=0B=1. 
| G+D=—1l; 0-0, р=—1. 
| ' 
| J= [| 2 ын ma mare 
= arc tg і 24 me me аша 
| МЗ} +1 м3 
| 
24 + 1 
: т МЕ. № — = 
| МЗ У v3 
| Sue Жаа Шаа 
i 43 м3 ` 
| 
: Vetgx— Vg x А | 2— 282 
Ч А e = = = |; 
|. 1502.2 58 1 + 3 sin 2x — gma 18-5 62 + 1 š 
4-8 : Cr: + D a 2 


@-3—2\/2 ЗО 46268117 
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181. 


112 


4-8 Cr + D 24 2⁄2 + 2 


pl 


СІР "(8 PETI 
(At + В) [в + (м2 + 1] + (G: + D [а (Мз — 1) | = — 22 +2 
A+C=đB+rD=—2 À (2 + 1)° + C(V2— 1) = 0; 


(Ив (02. 1)" р = 
йыб Сид В, p =s We т 


1= 02-1) 


-11:-1(У2-1)о: г= (\2 + 1)y] = 
Е d _ _ dy 
айл у + 1 


= arc tg о — arc tg у = 


ту 2 2 
= arc tg дя. ЗЕ arc tg — — = arc tg 1 = 


1 + vy 1+2 БЕ 
t 


= arc tg za аа = = arc ctg – Мавх + v а + Ух = 
Vetgx + V tg x 
Provjerićemo rezultat: 
Jis. pali Жы. (- UNSS 
|. (Vetgx + Vigs) 21 2vagrsima | 
p S 


1 cos? x Vig — sin? x арх _ 


tg x + ctg x + 6 sin? x cos х 


cos? x Vtg x — sin? x V ctg x 
sin x cos x (sin? x — сова x + 6 sin x cos x) 


ctg x Vig x — tg x Vetg x мс х — V tg x 


1 + 3 sin 2x 1+3 2х 


Ë / ЗЕ Е Ба O wde _ 
um | | л =з 
= ia dede за = — Зид = 
2 
4 4 ЯТ U? 
= — — = - s iak: $ — 
sfa 3“ xx 


Ë + sze Т ч ЕЁ о 2 


2Vrg > = 


L | 


3 1 4 | 
= l] — x? = £; х2ах = — РЕ = 
321 
S) pa б “AE 
34 3 


132. | е?“ sin? x ах; 


` 2x 
(1) Ге cos? х dx + Ге sin? x dx = | em dx == 53 


| ех cos? x dx — | е?“ sin? x dx = | е?х cos 2х dx = 


езх 
25 5 cos 2х + | (зіп 2x dx = 


e2* ел Г 
š cos 2x + zo sin 2x dx — | 2% соз 2х dx; 


Odavde je: 


г езх 
2 | 6% сов 2x dx = 7 2x + sin 2x); 


Р е?“ 
) e? cos 2х dx = s (cos 2x + sin 2х). 


12 ove jednačine i jednačine (1) imamo: 
; өз 
| е sin? x dx = E (2 — cos 2x — sin 2х). 
132. | е? sin? x dx = P e% (1 — cos 2х) ах = 
= (ed ME, [ == cos 2х dx = 
2 21 
ёооё 


=== — — (cos 2x + sin 2x 
4 86 ) 


„ах 
(ovdje smo koristili da je | е сов 2х ах = — (cos 2x + sin 2х), što 


smo dobili kod rješavanja zadatka na prvi način.) 
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133. 


134. 
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r dx = _ E --| JE RO 
| х" (ах + b) | I a + bt 
— у 
slat peu аа а q We Qa ярь. 
ёл и 
od ЕЕ Еа РЕ 21% — 
811 1 2 | 
n=1" | a" 
=... ђе du = 
и. 
1 n-1 E n-a =— I ”-3 
21114 -( уа (и Pre 
b"ln—1 1 n—2 2 j} п—3 


—... + С - ПЕ ат {и |, 


ЖҮЗ ax + h 
gdje је: и = ——. 
х 
хта 
p Cosn-1 — = 
2 
i = | dx = 
Ј siy” 4 
X x х--а 
= — — | cos"! sin"! (cos cos—— s.p + 
cos a 2 2 
р u MASTI 
Б sin —— sin- = = 
N +a. a x 
= | Cos" sin"! COS -—— ах + 
сов a. 
1 ( i : x+ 
- 2087“ —.sin"——-— sin. 
Коза. 2 


: х—а х-а : а 
81117771 соз dx = | sin == £ |== 
2 2 
ч а 
р 2 sin" 2 
Е" 
=2 Қаш dt — = : 
J — п — и 
х-а х-а 
( cos” >-—— 51п 87: cos dx = 
Cos a J 2 2 


135. у— Га Сох Уса) Á s Ha 
у | зір? х sinž 


МЕСІ З рене +Vi-igx) „, 


sta? sin? x 


Іп cos x f 
[= dx = — ctg x [1 cos х — | dx = 
зіп? х 


= — ctg x In cos x — х; 


| бс е 


5102 


- | aa — 1 xs. | ш(-У8-1)44 | mia = 


== s sadar as 


t 
= —tacht + | ———= dt + 1181 — t = 
+ == 


=—inG+vVe=1)+ve—1+in:—t= 
E Y Aiei 


аяс: issa 
cos х + У соѕ 2х , V cos 2х 


se 3 — срж; 
ыы Cos х ех ена 
J = — ctg x In cos x — х — ctg х 16 (сов x + cos 2х) + 
У сов 2x 
+ ctg x In cos x + ctg x = 
sin x 
= Zhao КОРИ ОО - чума 
sin x 
:+Ув—1 
135. | ei дысын о: =. dt = 
sin? x Ve +1 


= In (z УВ Па + [maa Da = 


= — tln (t + Уа ыг dt + MING Б 1) — 
Ї =. 


а Ф == >. pru aa 
ам = - 4: = а (о + УВ — 1 +V — 1 + ту + 1 — 
TE 


E : а= (мат) куят 


1+ 


cos x + V cos 2х | 
ОЕ 


+enVB+i—r—actgt= — ctg x'in а 
К aga: n- xx = 

= = ctg x In (сов x + Мсоз 2х) + adi + 
Provjerićemo rezultat: 

J = — ctg x` In (cos x + Мсов 2x) ыста ctg x — x; 


2 
у, _ n (cos x + Усов 22) jaaa . Sin x (V cos 2x 2х + 2cosx) | 


sin? x шаг — = (cos x + Vcos 2x) | 


sin x Sin 2x + сов x cos 2х , 1 


| sin? x У сов 2x ШЕКЕР 

д Prvi sabirak je rezultat koji treba da dobijemo, pa je dovoljno pokazati 
da je zbir ostalih članova jednak nuli. 
Taj zbir je identičan izrazu: 

! cos х(Усов 2x + 2 cos x) Cos x cos? х 

жын = 4 4 

М соз 2х (cos x + VE со825) sin? xVcos2x зшйх 
Brojilac zbira ovih razlomaka je: | 

А cos х sin? x (V cos 2х + 2 cos х) — cos х (cos x -- У cos 2х) + 


+ cos? х У cos 2х (cos х + У cos2 x) = 

= cos x V cos 2х (sin? х + cos? x) + 2 cos? x sin? x — cos? x — 
— COS x V cos 2x - cos? x cos 2x = 

= 2 cos? x sin? x — cos? x (1 — cos 2x) = 2 cos? x зіп? х — 

- 2 cos? x sin? x = 0 


Г. Ovim je rezultat provjeren:. 


ит 
(х5 + x +1)? J СЕЗЕР 

4 
= ama р. dx И 8 


136. J = 


x° — x + 1 Тэг 
(5x* + 1) dx 
Šua 
4 = 1 1 ; 
| У 


[= 5х1 + | e уу) и 1 
көш x + x +] za 


= 5 рода = = =: — za 
lx + 1 t| = Га 


| J= = 
Е | 
137. == =|s= ash = f 4 хо 
> хаух? а? sh? ғ 
х3 
1 1 Jus Маг + 2 
' = — — cth t= — — - = 5 
а? 22 x а? х 
| 
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dx 1 f cost 
137. = — — x= atgt| = — dt = 
| ха У хар а? = 5: а?) біп? г 
1 
= | sin: = и | = | [== — = — : 
а? J и? а? u a? sin t 
_ Ут: Vëre 
= am = а?х 
137. === = | Xx == л | = — ми == | a?r? + I = из == 
AVA + ха t | Ма? 2 + 1 
] ~ Ма? д + 1 а 
== jego = 
„= Май + хз 
5 а? х 
7 | i 
138. "dx= жүз ы АЕ 
(xš — 5)% | г | 21-594 
=l s= u= MA, 
и (и — 1) 
A B C E i 
od -H —-— + + D F — >= a 
u u? u? u “--1 ut (и — 1) 


А (и — 1) — Bu (u — 1) + Си? (u — 1) -+ Ри? (u — 1) + Eut = 1; 
а-0,4--1) и= 1, Е = 1; 
B + Си + Ри? = — (и + u + 1); 


u = 0, B = — l; C+ Du = — и — 1; 
С--і, р= – 1; 
--2 | КІРІ: АҚТ — 1пји|- пји—1||, 
2 | Зиз 2u? u 6 
а 
gdje je u g, 
ха 
$ 
ЭРЭР шилж 
үү! г 


2 t 2 18 tš 
== 4 
2 


> 
t 2:2 38) 


gdje je г = x? — 5. 
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139. 


140. 


х (14 
(lig ёст == = 
Ма — V J t — 1 
i a 
е ЧЕ é. L 
5 u 5 u 
6 24 
Sa“ иі ши gdje je u = Vaš — 
(зу ШЫ. S S= S сын; 
Мх + 3 254-3- 7 1-2” 
са Gd | г 624 _ 
Фа — D | ү жтт 


u . 
= ( == 75 pogledati napomenu uz zadatak за) == 
У 2 


52 са u? MG 
Үз j (из — 12 
A B C D 2 u2 


JEST kajaka zan ЕТ ой Ba 
А (u + 18 + В (и + 1} (u—1) + C (u—1) + D (u—1)? (и + 1) = и; 
|| 


== |, Ask hi 1, оқша У 
4 4 


В(и +1) + Б(и—1) =-— 


и = 1, pei dea О 
4 4 
= t= = ! 4 In | || 1 
ак ЕЕ кап кА Гы 4(и + 1) | 
KI hik > 
+ , 
= 3 . РОСО. тісі a 
442(4-1) 4У2(и-1) 4У2 Жор! 
Зи 3 и + 1! 


Ур 4%“ 


шингээ 
gdje jeu= | a 
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у? = ! ЕЛГЕН : ут ји–1| = 


 á(u + Ју. 
u 1 ји + 1! 
- --- in ! 


сж w А, 
` еч „ 1 №: 1 
140. J= |. zeza [+3 245 = 
J Мах + 
=|2Х | 3 = x; "РНК. ; ӣх = — = Ф | = 
2-2 (12 — 2)? 
- 1 Љ І 
ша 54-2 елек — E = 
ЈЕ meri (ар | 
ко. 
- |і гэг т | M 
(8-2) №2 | (49-41) 
x A B с D 1 
Sam BT) 


SE, отыны И e + = ; 
lti 4-1 Gaj и+1 -l 
Зи Р.>. 


Ж = АИС NK 5: 
242(8-1) 4У2 


1 
140. ES = dx = E = —— 


= | di =, 
: | 42 3 
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